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ПЕРЕДМОВА
Кожна особистість має творчий потенціал. Водночас творча особистість – це не тільки особистість, що потенційно володіє здібностями до творчості, але й проявляє себе в систематичній творчій діяльності. Під «креативною особистістю» слід розуміти таку, яка має внутрішні передумови, що забезпечують її творчу активність, тобто нестимульовану ззовні пошукову діяльність. Чим більше надавати дітям можливості для конструктивної творчості, тим більш ймовірним стає їх позитивне самовизначення в процесі формування особистісних якостей.
Уроки повинні мати можливість не тільки розвивати і підтримувати інтерес до математики, а, відповідно, бажання займатися нею і набувати нові знання з предмету, а допомагають цьому продуктивні технології навчання.  Вони спрямовані на набуття життєвих умінь, що ініціюють особистісне зростання та індивідуальний розвиток особистості. 
Сучасний урок – це перш за все урок, на якому вчитель уміло використовує всі можливості для розвитку особистості учня, його активного розумового зростання. Таке зростання може забезпечити  розв’язування задач на уроках геометрії методом перегину паперу.  Саме орігамі дозволяє створити образну наочну модель евклідової геометрії. Орігамі знайомить з усіма геометричними об’єктами  і полегшує вивчення курсу геометрії. Вивчення перетворень квадратного та прямокутного аркушів паперу, можливо, один із найбільш цікавих шляхів створення образів плоских і об’ємних фігур. Тут об’єктом безпосередніх перетворень є реальна ситуація. Крім цього, даний метод є корисним заняттям.
    В процесі розв’язування задач методом перегину паперу відбувається природний масаж кінчиків пальців рук. Це  унікальний засіб для розвитку тонкої моторики і чутливості пальців. Активна робота обома руками спонукає активно працювати  головний мозок. 
   Під час роботи з папером діти без перевантаження, з радістю виконують різноманітні завдання, які розвивають просторову уяву, графічні навички, руховий стереотип, уміння аналізувати малюнок за зразком та розвивають акуратність, координацію та ритм рухів, окомір, точність, дрібні м'язи рук, зап'ястя.
	Матеріали, представлені в посібнику, можуть бути використані в умовах загальноосвітньої школи без значної перебудови навчальних планів і програм шкільного курсу геометрії. 













І. Аксіоми орігаметрії
Основні поняття орігаметрії: 
· точка; 
· лінія згину, 
· квадратний або прямокутний аркуш паперу. 
Основні відношення: 
· лінія згину проходить через точку;
·  точка належить лінії згину.
 У орігаметрії вважається :
1. Роль прямих відіграють краї аркуша паперу і лінії згинів, які утворюються при його перегині.
2. Роль точок  відіграють вершини кутів аркуша і точки перетину ліній перегинів один з одним або з краями аркуша.
В основі орігаметрії, як і будь-якої науки, лежать аксіоми, які запропонував японський математик Хуміані Худзіта. Їх шість:
 Аксіома 1 . Існує єдиний перегин, що проходить через дві дані точки (рис.1).
 Аксіома 2. Існує єдиний перегин, що суміщає дві дані точки (рис.2).
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                      Рис.1                                                                            Рис.2

Аксіома 3. Існує перегин,  що суміщає дві дані прямі (рис.3).
Аксіома 4. Існує єдиний перегин, що проходить через дану точку і перпендикулярний даній прямій (рис.4).
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                 Рис.3                                                                                  Рис.4

Аксіома 5. Існує перегин, що проходить через дану точку і зміщує іншу дану точку на дану пряму (рис.5).
Аксіома 6. Існує перегин, що зміщує кожну з двох даних точок на одну з двох даних пересічних (рис.6).
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                  Рис. 5                                                                    Рис. 6
Аксіома 7. Існує перегин, який зміщує дану точку на пряму і є перпендикулярним до іншої прямої (рис.7).
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Рис.7
                                             Рис.7
Дана  система аксіом еквівалентна системі аксіом конструктивної геометрії, де в якості основного інструменту використовується креслярський трикутник. Звідси випливає, що методами орігамі, тобто лише перегинами аркуша паперу, можна розв’язати будь-які задачі на побудову, які розв'язуються за допомогою класичних інструментів - циркуля і лінійки. Шоста аксіома не може бути проілюстрована  методами конструктивної геометрії, оскільки обґрунтування побудов, які проводяться в цій аксіомі, зводяться до розв’язування кубічного рівняння, яке не має раціональних коренів. 
Сьома аксіома з’явилася пізніше. Вона була відкрита Кошіро Хаторі. Американський математик Роберт Ленг довів, що подана аксіома завершує список аксіом орігамі. Тобто дана система аксіом є повною.

ІІ. Використання методу орігамі під час розв’язання задач із шкільних підручників геометрії.

Проаналізувавши підручники з геометрії для 7-11 класів, знайдено задачі, які можна розв’язати, використовуючи орігамний метод.  Дані дослідження оформлено в таблиці.
	Назва підручника.
Автор підручника
	Розділ. 
	Тема
	Номери завдань 

	Бевз Г.П та ін. Геометрія. 7 клас
	Розділ І. Точки і прямі
	“Точки і прямі”
	9,11,12,16

	
	
	“Відрізки і їх довжини”
	33,38,41

	
	
	“Кути і їх міри”
	67,69,71, 90

	
	Розділ ІІ. Взаємне розташування прямих на площині
	“Суміжні і вертикальні кути”
	100,107,110,116
126

	
	
	“Паралельні і перпендикулярні прямі”
	137, 140,159

	
	
	“Ознаки паралельності прямих”
	164,168,189 та доведення теореми про рівність внутрішніх різносторонніх кутів

	
	
	“Перпендикулярність прямих”

	194,200,202

	
	Розділ ІІІ. Трикутники
	“Сума кутів трикутника”
	Доведення теореми, №311

	
	
	“Рівність геометричних фігур”
	318,322,325,344

	
	
	“Рівнобедрений трикутник”
	413

	
	Розділ 4. Коло і круг. Геометричні побудови
	“Геометричне місце точок”
	535,538

	
	
	“Геометричні побудови”
	591,592,600,602
608,610,641, 646

	Єршов А.П. та ін.
 Геометрія. 
8  клас
	Розділ І. Чотирикутники
	“Види паралелограмів”
	104,105

	
	
	“Середня лінія трикутника”
	174,176,177

	
	
	“Визначні точки трикутника”
	285,288,287

	Єршов А.П. та ін. Геометрія.9 клас
	Розділ ІІ. “Правильні многокутники”
	“Побудова правильних многокутників”
	179,180,184

	
	Розділ IV. Геометричні перетворення
	“Переміщення”
	389,390,391

	
	
	“Центральна і осьова симетрія”
	417,422,456,460462

	
	Розділ VI. Початкові відомості про стереометрію
	“Многогранники”
	Моделі многогранників

	Бевз Г.П. та ін. Геометрія.
11 клас. Академічний рівень, профільний рівень
	Розділ ІІ. Многогранні кути. Многоранники.
	“Многоранники”, “Правильні многогранники”, “Геометричні тіла”
	Моделі многоранників.



ІІІ. Розв’язання геометричних задач методом перегину паперу

7 клас
№9. Дано точку А. Проведіть через неї три прямі. Чи можна провести через точку А десять прямих? 
Розв’язання:   Виконуємо перегини паперу вздовж ліній через точку А. 
                                 
	А



Рис. 8

(учні роблять висновок, що можна провести безліч прямих через задану точку)
№11. Прямі к і р перетинаються в точці Х. Зобразіть це на малюнку.
к
р
Х




Рис.9

Даний рисунок-схему  можна використати і під час розв’язання задачі №16. Тоді учні зроблять висновок, що під час перетину двох прямих утворюється чотири промені.
№38. Познач на прямій відрізок АВ. Познач його середину.
Розв’язання.
1. Перегнути навпіл аркуш паперу. Поставити літери А і В.
2. Перегнути ще раз аркуш навпіл.
3. Розгорнути аркуш. Точка перетину відрізків буде лежати на середині відрізка. Позначимо точку С. 
 







                 а)                                       б)                                             в)                                               
Рис.10

Під час вивчення теми «Кути та їх міри» доцільно з учнями спочатку на квадратному аркуші паперу розглянути кути 180°, 90°, 45°, 30°, а потім будувати за допомогою транспортира. 
	Під час вивчення теми «Ознаки паралельності прямих» та «Сума кутів трикутника» можна задати домашнє завдання учням довести теореми методом перегину паперу.
	Теорема: Якщо прямі паралельні, то внутрішні різносторонні кути рівні.
Доведення
1. Взяти  аркуш паперу прямокутної форми.
2. Довільно перегнути його. Протилежні сторони аркуша відіграють роль паралельних прямих, а лінія перегину – січної.
3.  Сумістити вершини внутрішніх різносторонніх кутів. Дані кути накладуться один на одного. Отже, будуть рівними. Доведено.


                                                   

	

                  а)                                                                        б)                           
Рис.11

	Теорема: Сума кутів трикутника дорівнює 180 градусів.
Доведення
1. Взяти аркуш паперу,  що має форму довільного трикутника.
2. Проведемо перегин через одну з вершин трикутника, перпендикулярно протилежному боку ( висоту трикутника) .
3. Сумістимо вершини трикутника з точкою біля основи висоти трикутника.
4. Отримаємо, що кути 1, 2, 3 трикутника збіглися при накладенні з розгорнутим кутом. Отже, сума кутів дорівнює 180 градусів.
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Рис.12

№311. Побудувати трикутник. Провести його бісектриси. Чи правильно, що всі бісектриси перетинаються в одній точці? (потрібно взяти аркуш паперу трикутної форми).
Під час вивчення теми «Рівнобедрений трикутник» можна методом перегину паперу довести теорему про бісектрису, проведену до основи трикутника. Для цього достатньо вирізати із паперу прямокутний, гострокутний, тупокутний рівнобедрені трикутники. Перегинаючи їх по бісектрисі кута при вершині можна побачити доведення даної теореми.

8 клас

Розв’язуючи задачі з теми «Теорема Фалеса», орігамним методом можна розв’язати наступну задачу:
Задача: Поділити даний відрізок у відношенні 2 до 3.
Розв’язання:
Взяти квадрат з аркуша і виконати необхідні перегини: спочатку виконати перегин аркуша навпіл, а потім уздовж лінії ВС. Точка А перейде у точку Р. Тепер виконати перегин, що проходить через точку Р і переводить пряму АВ у себе (тобто перегин буде перпендикулярним до АВ), отримаємо точку Н. АН:НВ=2:3. 
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Рис.13
№176. В трикутнику АВС на стороні АВ відмітити точки А1, А2  таким чином, щоб вони ділили відрізок АВ на три рівні частини. Провести через ці точки прямі, паралельні стороні АС. Позначити отримані точки. Зробити висновок щодо довжин відрізків, на які поділяється сторона ВС.
Розв’язання:
1. Візьмемо аркуш паперу трикутної форми.
2. Зробимо перегини вздовж точок  А1, А2.  по пунктирним лініям.
3. Позначимо точки С1, С2.
4. Висновок: відрізки ВС2= С2С1= С1СВ




С2
А2



А1
С1




С
А


Рис.14

№287 Доведіть, що в рівнобедреному трикутнику всі визначні точки лежать на одній прямій. 
Розв’язання: 
	Для розв’язання задачі беремо аркуш паперу трикутної форми (заздалегідь вирізаний рівнобедрений трикутник) та робимо перегини медіан, бісектрис та висот.  Через отримані точки перетину робимо перегин. Наочно видно, що дані точки лежать на одній прямій. 
	Також можна учням запропонувати задачу на доведення.	
	Задача:   Пряма, яка проходить через середину бісектриси AD трикутника АВС і перпендикулярна AD, перетинає сторону АС в точці М. Довести, що MD || AB.
Доведення
1. Взяти аркуш паперу, що має форму довільного трикутника. 
2. Провести бісектрису AD, зігнувши лист так, щоб сторона АС сполучилася зі стороною АВ. Намітимо середину АD, з’єднавши  точки А і D. Проведемо пряму ОМ перпендикулярну AD. Зігнемо лист по лінії MD. Для доведення паралельності MD і АВ порівняємо кути 1 і 3, для цього зігнемо лист по прямій AD і сумістимо точки А і D. Кути 1 і 3 наклалися, а вони внутрішні різносторонні, отже, MD || AB.
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                       в)                                                                         г)
Рис.15

9 клас

Під час вивчення теми «Тригонометричні функції кутів від 0° до 180°» доцільно було б розв’язати наступну задачу.
Задача 3. Побудувати кут, тангенс якого дорівнює 2.
Розв’язання:
1. Виконати перегин по лінії АВ.
2. [image: ]Виконати перегин по лінії АК.









Рис.16


Побудову правильних многокутників при вивченні теми «Правильні многокутники» можна також побудувати орігамним методом.
Задача 1. Побудувати правильний трикутник.

[image: ]














Рис.17

Задача 2. Побудувати правильний чотирикутник (квадрат).
Побудова:
1. Перегнути навпіл аркуш паперу квадратної форми.
2. Перегнути ще раз аркуш навпіл.
3. Перегнути кожен куток паперу по діагоналі. Отримаємо правильний чотирикутник.

	




   а)                                            б)                                           в)
Рис.18

Задача 3. Побудувати правильний шестикутник
Побудова:
1. Намітити на квадраті вертикаль і перегнути його пополам в трикутник.
2. Намітити середину правої сторони.
3. Намітити верхню четвертинку правої сторони.
4. Перегнути правий кут так, щоб лінія перегину пішла із середини основи і вказані точки співпали.
5. Перегнути ліву частину назад.
6. Відрізати верхню частину (лінія розрізу йде від кута до кута) і розгорнути нижню.
[image: ]
[image: ][image: ][image: ]
			

         а)                              б)                                 в)                                    г)[image: ][image: ][image: ][image: ]




д)                                        є)                                   ж)                             з)

Рис.19


Задача 4. Побудувати правильний трикутник.
Побудова:
1. Складаємо навпіл аркуш паперу квадратної форми.
2. Складаємо навпіл половину аркуша.
3. Перегинаємо лівий та правий верхні кутки аркуша.
4. Нижню частину перегинаємо та відрізаємо. Отримуємо правильний трикутник.
[image: ]








Рис.20

Задача 5. Побудувати правильний п’ятикутник.
Побудова:
1. Намітити на квадраті дві діагоналі і зігнути його в трикутник. Намітити середину висоти.
2. Намітити четверть висоти. Лінія перегину проходить між позначеними точками.
3. Перегин ділить кут навпіл.
4. Завернути ліву частину назад. Перегин ділить кут навпіл.
5. Лінія відрізу утворює прямий кут зі стороною.
	[image: http://fs.nashaucheba.ru/tw_files2/urls_3/1296/d-1295782/1295782_html_m392dc5e6.png]


  
а)
	[image: http://fs.nashaucheba.ru/tw_files2/urls_3/1296/d-1295782/1295782_html_7e17c363.png]



б)
	[image: http://fs.nashaucheba.ru/tw_files2/urls_3/1296/d-1295782/1295782_html_m2bc0c087.png]



в)

	[image: http://fs.nashaucheba.ru/tw_files2/urls_3/1296/d-1295782/1295782_html_m7685744f.png]



г)
	[image: http://fs.nashaucheba.ru/tw_files2/urls_3/1296/d-1295782/1295782_html_m492c3e03.png][image: http://fs.nashaucheba.ru/tw_files2/urls_3/1296/d-1295782/1295782_html_m2f88d8fd.png]



д)
	[image: http://fs.nashaucheba.ru/tw_files2/urls_3/1296/d-1295782/1295782_html_2048e9c1.png]



є)                      ж)

	

	
Рис.21
	

 



Задача 6. Побудувати правильний восьмикутник
Побудова:
1. Склавши базову форму «Подвійний квадрат», попереду і позаду розкрити і розплескати кармани.
2. Перекинути праву половинку центрального трикутника наліво. Повторити це позаду.
3. Попереду і позаду розкрити і розплескати кармани.
4. Відрізати нижню частину.   [image: http://fs.nashaucheba.ru/tw_files2/urls_3/1296/d-1295782/1295782_html_75624e4.png][image: http://fs.nashaucheba.ru/tw_files2/urls_3/1296/d-1295782/1295782_html_m101002e0.png][image: http://fs.nashaucheba.ru/tw_files2/urls_3/1296/d-1295782/1295782_html_m4f110dab.png]Розкрити верх.


[image: http://fs.nashaucheba.ru/tw_files2/urls_3/1296/d-1295782/1295782_html_m7420276e.png][image: http://fs.nashaucheba.ru/tw_files2/urls_3/1296/d-1295782/1295782_html_m1b6e580d.png]
                   а)                                               б)                                       в)

                            г)                                          д)

Рис.22

11 клас
Існує п'ять симетричних і красивих многогранників, у яких всі грані однакові. Це тетраедр (чотирьохгранник), гексаедр ( шестигранник), октаедр (восьмигранник), додекаедр (дванадцятигранник), ікосаедр (двадцятигранник). У тетраедра, октаедра і ікосаедра поверхні складаються з рівносторонніх трикутників. Куб або гексаедр ( шестигранник) має поверхню, яка складається з шести квадратів. Поверхня додекаедра складається з дванадцяти правильних п'ятикутників.
Ці многогранники називаються правильними многогранниками або Платоновим тілами на честь давньогрецького філософа Платона, у філософії якого вони грали дуже важливу роль.
    Неоціненну допомогу у виготовленні багатогранників може принести орігамі. Можна виготовити многогранник будь-якого розміру без всякої викрійки. Потрібно тільки вибрати розмір аркуша паперу. Крім того орігамний многогранник завжди можна розібрати, а його модулі при цьому не займуть багато місця.
    Складання многогранників - захоплююче заняття, але разом з тим і не просте. Воно вимагає акуратності, точності і високого зосередження уваги. Тільки три многогранника: тетраедр, куб і октаедр можуть бути складені з одного квадратного аркуша паперу. Решта збираються з декількох модулів.
Задача. Виготовити  тетраедр.
Побудова
Беремо два квадратні аркуші паперу. Розрізаємо кожний аркуш на три рівні частини. Робимо центральний згин, для цього перегинаємо смужку навпіл і розгортаємо її. Потім згинаємо верхній та нижній краї смужки до центрального згину.
[image: Тетраэдр оригами схема_1]

Рис.23
Згинаємо правий складений край смужки до центра, роблячи стрілку.  Згинаємо лівий кут смужки в сторону стрілки, перегин з’єднається з центром верхнього краю. 
[image: Тетраэдр оригами схема_3][image: Тетраэдр оригами схема_2]




                            Рис.24                                                           Рис.25
Перегинаємо правий кут зверху лівого. Розгортаємо зроблену складку.
[image: Тетраэдр оригами схема_5][image: Тетраэдр оригами схема_4]


                              Рис.26                                                          Рис.27
Згинаємо всередину кути по тим перегинам, які утворилися.
[image: Тетраэдр оригами схема_8][image: Тетраэдр оригами схема_7][image: Тетраэдр оригами схема_6]



         Рис.28                                     Рис.29                               Рис.30
[image: Тетраэдр оригами схема_16][image: Тетраэдр оригами схема_13][image: Тетраэдр оригами схема_12]Таку ж операцію пророблюємо і з іншим кінцем смужки. Одне ребро готове. Інші ребра виготовляються за таким же принципом. Після виготовлення всіх ланок, потрібно їх сполучити. Для цього акуратно вставляємо маленький трикутний язичок однієї смужки в проріху іншої. 




         Рис.31                                              Рис.32                                         Рис.33                           
Інші схеми правильних многогранників та їх 3-D зображення можна знайти на сайті http://zvzd3d.ru 

IV. Розв’язання  нерозв’язних за допомогою циркуля і лінійки задач методом орігамі

Ще в античності були поставлені такі три задачі на побудову:
· Трисекція кута — розбити довільний кут на три рівні частини.
· Подвоєння куба — побудувати відрізок, що є ребром куба вдвічі більшого об'єму, ніж куб з даним ребром.
· Квадратура круга — побудувати квадрат, рівний за площею даному кругу.
 	У XIX столітті було доведено, що всі три задачі нерозв'язні циркулем та лінійкою.
Дані задачі можна запропонувати розв’язати учням на факультативних заняттях з математики або є під час предметного тижня оголосити конкурс.

Задача 1. Поділити кут на три рівні частини.
П'єр Лоран Ванцель у 1837 році довів, що задача розв'язна тільки тоді, коли розв'язне в квадратних радикалах рівняння:
[image: x^3-3x-2~\cos \alpha = 0.]
Дану задачу можна розв’язати методом орігамі. Це розв’язання запропонував Хісасі Абе.
Розв’язання
1. 



Взяти аркуш паперу квадратної форми і позначити його як . На стороні  позначити довільну точку Р і провести відрізок . Потрібно розділити кут  на три рівні кути (рис.34а).
2. 





На сторонах  і  позначити точки  так, щоб лінія  була паралельною . Позначити   за допомогою перегину. (рис.34б)
3. 


Сумістити сторону з лінією . Лінію, отриману в результаті перегину, позначити як  (рис.34в)
4. 


Зробити такий перегин, щоб точка Е дотикалася лінії  і точка дотикалась лінії  (рис.34г).
5. 



Перегнути аркуш по перпендикуляру до лінії , що проходить через точку . На стороні  позначаємо точку  (рис.34д).
6. Відгинаємо кут назад (рис.34е).
7. 



Довести лінію, що виходить з точки  до точки . Сторону сумістити з лінією  (рис.34 є).
8. 


Лінії  і  ділять кут  на три рівні частини (рис.34 ж)
[image: ][image: ][image: ][image: ]







	а)                              б)                                  в)                             г)
[image: ][image: ][image: ][image: ]
			


        д)                  



               д)                           е)                                   є)                                ж)
Рис.34




Задача 2. Побудувати куб з об’ємом в 2 рази більше об’єму даного.
Задача зводиться до розв'язання рівняння [image: x^{3}=2a^{3}]. Розв'язок має вигляд [image: x=a{\sqrt[ {3}]2}]. Все зводиться до проблеми побудови відрізка довжиною [image: {\sqrt[ {3}]2}].
У 1837 році було доведено, що ця задача не може бути розв'язана за допомогою циркуля та лінійки.
Використаємо розв’язання, яке  запропонував Петер Мессер.
1. Спочатку побудувати квадрат АВСD, який поділений на 3 рівні частини за допомогою перегинів р і q. 
2. Скласти аркуш паперу таким чином, щоб точка В потрапила в точку В' на стороні АD, а точка  Х в точку Х' на відрізку  ЕF.
3. Тоді   
[image: ]





                                                     Рис.24







Рис.35
Доведення:
   Нехай  ВВА=α, а ВХ=1. Тоді (оскільки) АВ'В= – α) ЕВ'Х' = 2α. Так як qp, а Х'ХВ'В, то ХХ'F = α. Тому ЕХ' = , FХ' = ctg α. Звідси бачимо, що      ctg α = EF = 3.
     Нехай  t = ctg α. Тоді  =  , і ми отримуємо рівняння відносно t:
 + t = 3,   звідки   - 3+ 3t – 3 = 0,  = 2, t + 1. 
Далі, АВ' =3tg α, DB' = 3 - 3tg α, і      = = ctg – 1 =. 

Що ж стосується розв’язання третьої задачі, то її намагалося розв’язати багато вчених.  Одними з них були Гіппій і Дінострат. Вони використовували квадратриси. Саму криву придумав Гіппій, в той час як Дінострат застосував її до задачі про квадратуру круга. Побудова цієї кривої з кресленнями приведено в працях Гіппія. Ця крива, безумовно, розв’язує  задачу про квадратуру круга, але, як писав Гіппій, крива будується за допомогою механічних засобів. Вона задається рівномірним рухом прямої протягом часу, рівному часу обертання радіуса круга. Але і методам орігаметрії ця побудова на даний час не піддається.
  	

Список використаних джерел
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